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Teorema (Rolle, 1690). Se f : [a, b]→ R e` una funzione continua su
[a, b] e derivabile in ]a, b[ e se f(a) = f(b), esiste almeno un elemento
x ∈ ]a, b[ tale che f ′(x) = 0
3/24 Pi?
22333ML232
x
y
Figura 1: Fermat/Rolle
4/24 Pi?
22333ML232
x
y
Figura 2: Fermat/Rolle
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Dimostrazione. Se f non e` una funzione costante, caso in cui la tesi
segue banalmente,
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Dimostrazione. Se f non e` una funzione costante, caso in cui la te-
si segue banalmente, possiamo supporre che f assuma, ad esempio
massimo assoluto, in un punto interno xM ∈ ]a, b[, ma in tale punto,
sappiamo dal Teorema di Fermat che f ′(xM) = 0.
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Teorema (La Grangia, 1797). Se f : [a, b] → R e` una funzione
continua su [a, b] e derivabile in ]a, b[ si ha che esiste un elemento
x ∈ ]a, b[ tale che:
f(b)− f(a) = f ′(x)(b− a);
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Figura 3: Giuseppe Lodovico La Grangia (gallicizzato Lagrange) Torino 1736 - Parigi,
1813
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Dimostrazione: Si consideri la funzione ϕ(x), definita per x ∈ [a, b]
da:
ϕ(x) = (f(b)− f(a))x− (b− a) f(x).
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Dimostrazione: Si consideri la funzione ϕ(x), definita per x ∈ [a, b]
da:
ϕ(x) = (f(b)− f(a))x− (b− a) f(x).
Si vede che ϕ(b) = ϕ(a), quindi esiste, per il teorema di Rolle un
elemento x ∈ ]a, b[ tale che ϕ′(x) = f(b) − f(a) − (b− a) f ′(x) = 0.
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Teorema (Cauchy, 1821). Se f, g : [a, b] → R sono funzioni conti-
nue su [a, b] e derivabili in ]a, b[ si ha che esiste un elemento x ∈ ]a, b[
tale che:
[f(b)− f(a)] g′(x) = [g(b)− g(a)] f ′(x);
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Dimostrazione. Basta prendere:
ϕ(x) = (f(b)− f(a)) g(x)− (g(b)− g(a)) f(x).
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Teorema (Cauchy, 1821, forma originale). Se f, g : [a, b] → R
sono funzioni continue su [a, b] e derivabili in ]a, b[ e se g′(x) 6= 0 per
ogni x ∈ ]a, b[ si ha che esiste un elemento x ∈ ]a, b[ tale che:
f(b)− f(a)
g(b)− g(a) =
f ′(x)
g′(x)
.
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Teorema (Monotonia e segno derivata). Se f ′(x) > 0, per ogni
x ∈ I allora f e` strettamente crescente in I.
Dimostrazione.
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Teorema (Monotonia e segno derivata). Se f ′(x) > 0, per ogni
x ∈ I allora f e` strettamente crescente in I.
Dimostrazione. Siano x1, x2 ∈ I con x1 < x2. Per il Teorema di
Lagrange sappiamo che esiste x ∈ ]x1, x2[ tale che:
f(x2)− f(x1) = f ′(x) (x2 − x1)
Per ipotesi f ′(x) > 0, d’altra parte anche x2 − x1 > 0, quindi
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Teorema (Monotonia e segno derivata). Se f ′(x) > 0, per ogni
x ∈ I allora f e` strettamente crescente in I.
Dimostrazione. Siano x1, x2 ∈ I con x1 < x2. Per il Teorema di
Lagrange sappiamo che esiste x ∈ ]x1, x2[ tale che:
f(x2)− f(x1) = f ′(x) (x2 − x1)
Per ipotesi f ′(x) > 0, d’altra parte anche x2 − x1 > 0, quindi
f(x2) > f(x1)
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Abbiamo cos`ı il metodo per la ricerca dei massimi e minimi relativi
di una funzione derivabile. Infatti:
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Abbiamo cos`ı il metodo per la ricerca dei massimi e minimi relativi
di una funzione derivabile. Infatti:
f ′(x) > 0 per x > x0, f ′(x) < 0 per x < x0 ⇒ x0 minimo relativo
f ′(x) < 0 per x > x0, f ′(x) > 0 per x < x0 ⇒ x0 massimo relativo
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Teorema
Se f ′(x) = 0 per ogni x ∈ I, allora f e` costante.
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Teorema
Se f ′(x) = 0 per ogni x ∈ I, allora f e` costante.
Dimostrazione. Si ha, per il teorema di Lagrange, che:
f(x2)− f(x1) = f ′(x) (x2 − x1) = 0
dunque f e` costante.
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Provare che per x > 0 vale:
2 arctan
(
1−√1 + x2
x
)
= − arccos
(
1√
1 + x2
)
19/24 Pi?
22333ML232
Provare che per x > 0 vale:
2 arctan
(
1−√1 + x2
x
)
= − arccos
(
1√
1 + x2
)
Ricordiamo che
d
dx
arctanh(x) =
h′(x)
h2(x) + 1
19/24 Pi?
22333ML232
Provare che per x > 0 vale:
2 arctan
(
1−√1 + x2
x
)
= − arccos
(
1√
1 + x2
)
Ricordiamo che
d
dx
arctanh(x) =
h′(x)
h2(x) + 1
quindi
h(x) =
1−√1 + x2
x
⇒ h′(x) = 1−
√
x2 + 1
x2
√
x2 + 1
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Provare che per x > 0 vale:
2 arctan
(
1−√1 + x2
x
)
= − arccos
(
1√
1 + x2
)
Ricordiamo che
d
dx
arctanh(x) =
h′(x)
h2(x) + 1
quindi
h(x) =
1−√1 + x2
x
⇒ h′(x) = 1−
√
x2 + 1
x2
√
x2 + 1
in definitiva
d
dx
arctan
(
1−√1 + x2
x
)
=
√
x2 + 1− 1
2
√
x2 + 1
(−x2 +√x2 + 1− 1)
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analogamente
d
dx
arccosh(x) = − h
′(x)√
1− h2(x)
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analogamente
d
dx
arccosh(x) = − h
′(x)√
1− h2(x)
quindi
d
dx
arccos
(
1√
1 + x2
)
=
x√
x2
x2+1 (x
2 + 1)3/2
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Si tratta di provare che:
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Si tratta di provare che:
−2
√
x2 + 1− 1
2
√
x2 + 1
(−x2 +√x2 + 1− 1) = − x√ x2
x2+1 (x
2 + 1)3/2
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Si tratta di provare che:
−2
√
x2 + 1− 1
2
√
x2 + 1
(−x2 +√x2 + 1− 1) = − x√ x2
x2+1 (x
2 + 1)3/2
un bel po’ di algebra . . .
− 1
x2 + 1
= − 1
x2 + 1
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+ arccos
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ha per x > 0 derivata nulla.
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Che cosa abbiamo effettivamente dimostrato? Che la funzione:
f(x) = 2 arctan
(
1−√1 + x2
x
)
+ arccos
(
1√
1 + x2
)
ha per x > 0 derivata nulla.
Per concludere bisogna far vedere che f(x) e` identicamente nulla.
f(
√
3) = 2 arctan
(
− 1√
3
)
+ arccos
(
1
2
)
= 2
(
−pi
6
)
+
pi
3
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Che cosa abbiamo effettivamente dimostrato? Che la funzione:
f(x) = 2 arctan
(
1−√1 + x2
x
)
+ arccos
(
1√
1 + x2
)
ha per x > 0 derivata nulla.
Per concludere bisogna far vedere che f(x) e` identicamente nulla.
f(
√
3) = 2 arctan
(
− 1√
3
)
+ arccos
(
1
2
)
= 2
(
−pi
6
)
+
pi
3
= 0
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Figura 4: 2 arctan
(
1−√1+x2
x
)
+ arccos
(
1√
1+x2
)
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Provare che per x > 0 vale:
2 arccosx = arccos
(
2x2 − 1)
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Provare che per x > 0 vale:
2 arccosx = arccos
(
2x2 − 1)
Provare che per x < 0 vale:
arccosh
(
1√
1− x2
)
= 2 arctanh
(
−1 +√1− x2
x
)
